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Exercice 1

Soit K un corps fini (donc commutatif), montrer que
(K*,.) est cyclique.

prewve n°l :

On posera A pour le P.G.C.D. et V pour le P.P.C.M.

(K*,.) est un groupe fini (et commutatif) on peut donc montrer facilement grace
au théoréme de Lagrange que pour z € K* et y € K* avec o(z) = m, o(y) = n et
mAn = 1,ona:o(zy) = m.n = mvn. ()

Il s’agit maintenant de montrer que pour tout m € N* et tout n € N* on
peut trouver m’ et n' des entiers naturels tels que : m/|m, n'|n, m’ An' =
Letm/.n' =mVn. Posons a = (m An) A -7, on peut considérer : m’ = =&
etn =2,
Comme K est fini, il existe un élément z € K* d’ordre maximal M. Donc pour
tout € K* avec o(x) = m € N, il existe k € N, klm et [ € N, [|M tels que :
o(zk) = m'|m, o(z') = M'|M, m' A\M' =1et o(a*.2)) =m/M' =mVvM <M
par définition de M donc mV M = M et m|M d’ou 2™ = 1 pour tout x € K*.

Or comme K est un corps, le nombre de racine de I’équation : X™ — 1 dans
K est inférieur ou égal & M (cela se montre par récurrence du fait que si a
est une racine de P alors (X — a) divise P (division euclidienne)) mais comme

on a montré que : 2™ = 1 pour tout x € K*, on a donc : |[K*| < M donc :
K |=M=|<z>]| [
prewve n°2 :

On montre plus directement aprés avoir montré (x) que pour tout z € K* d’ordre
m, m|M puis on conclut de la méme maniére que précédemment. Supposons que
m { M, alors il existe p un nombre premier, «, 3 des entiers (0 < a < () tels
que M =p¥.qget m=p’retpAqg=pAr =1 0On aalors: o(z") = p? et
0(zP") = q et d’aprés (¥) comme p® A g =1, o(z".2P") = p.q¢ > M ce qui est
absurde par définition de M donc m|M |

prevve n°3 :

On pose ¢ lindicatrice d’Euler (¢(n) représente le nombre de nombre entiers
inférieurs & n et premier avec n ou le nombre de générateurs de Z/nZ) et pour
d|n = |K*|, ¢(d) le nombre d’¢léments de K* d’ordre d. On a :

n="> ¢(d)
d|n

Soit # € K* d’ordre d, alors : pour tout y €< x >, y% = 1 et comme K* est
un corps le polynome X% — 1 a au plus d racines qui sont donc les éléments de
< x >. A fortiori les éléments d’ordre d sont tous dans < x > qui est isomorphe
4 Z et qui possede exactement o(d) générateur (éléments d’ordre d). Pour
conclure, pour tout entier d|n, ((d) = 0oue(d) donc ((d) < ¢(d) et de plus
n=734,¢(d) =34, »(d) donc nécessairement, pour tout d|n, ¢(d) = ¢(d) et
en particulier : {(n) = ¢(n) > 0. [ ]



Exercice 2

Pour toute partie non vide S C {1,...,n}, on pose :
w(S) = maz{s;s € S} —min{s;s € S}. Calculer la moyenne
) des w(S) sur toutes les parties non vides de {1,...,n}.

solution :

Le nombre de partie non vide de P({1,...,n}) est égal a 2" — 1, le nombre de
partie ayant k € {1,...,n} comme max est de 2°~! et le nombre de partie ayant
k comme min est de 2"~*. On a donc :

1 n n
ST O k2FT =D ko)
k=0 k=0

n—1

1 n B . ;
Q= 1.(I§k.2k F=> (n—i).2")

=0

Q:

n n—1 n—1
Q= 2n1_ S k2T o Yy 2 2.y i)
k=0 =0 =0

n—1 n—1

1

TGS > k2P 4 n2nt -y 2k
k=0 k=0

Il reste & voir maintenant que ZZ;S 2% = 2" — 1 (comme somme partiel d'une

série geométrique) et Y- p_g k.2571 = 27"1(n — 2) +1 (comme somme "dérivée"

de la précédente). Donc : Q = 71=.(3(2" H(n — 2) + 1) + n(1 — 2" 1)) d’ou
aprés simplification :

Q:

2"(n—3)+n+3
2n —1

Q= ]

Exercice 3

Pour tout (n,k) € N%, on pose Sg(n) =Y., _,i*. Montrer

que Si(n) est un polynéme en n de degré k + 1 et de

coefficient dominant k%rl .

solution :
1l suffit de remarquer que : (n+1)*—n* = ¢! Cin'. On peut réitérer, et on a :

k—1
(n+1)" —nk = Z Cin'
=0



k—1
ok 1k = Zc,ili
1=0

En additionnant membre & membre, on remarque que les termes dans le membre
de gauche se télescopent et on obtient :

k-1
(n+1)F=1=>"CiSi(n)
i=0
Il ne reste alors plus qu’a établir le résultat demandé par simple récurrence. |

Exercice 4

Pour tout entier n € N, on pose :

2.N sin est pair
An = .
3.N  sinon

A-t-on

U ﬂAn+k: ﬂ UAn+k ?

n=0 k=0 n=0 k=0

solution :
On peut récrire ’égalité :

U MNa=NUa
n=0 k=n n=0k=n

On reconnait (ou pas) a gauche la limite Inf des ensembles 4,, (les éléments qui
appartiennent & tous les A,, a partir d’un certain rang) et a droite la limite Sup
(les éléments qui appartiennent a une infinité de A,). On a, aprés vérification :

limInfA, =6.N ¢ 2NU3.N = IlimSup A, |

Exercice 5

Soit G un groupe fini et H un sous groupe de G. Mon-
trer que :

U ctHx ' ¢ G

zeG

Donner un contre-exemple dans le cas ou G est infini.




preuve :
On remarque que pour (z,y) € G?,2H = yH (méme classe & gauche modulo
H) implique xHz ' = yHy ! en effet, si h € H, il existe h’ € H tel que
ah =yh' on a ah'~" = yW'h= W " et donc : zha=! = yWa~t = y(ak' ")t =
Yy ==L = yh/hW "'y~ € yHy™!. On a alors égalité par égalité des
cardinaux.

En peut poser n = |G| et k = |H|. D’aprés ce que 'on vient de dire, il

existe (xl,...,x%) % représentants des classes a gauche modulo H tels que

UweG cHr 1 = Ulgig% xinfl. On note au passage que pour tout x € G,

|lxHax='| = |H| = k. Si les ensembles z;Hz; ' sont deux & deux totalement
disjoints alors on peut majorer le cardinal de leur réunion par 7.k = n mais
n’étant pas disjoints (ils contiennent tous le neutre du groupe) leur réunion est
nécessairement strictement inférieur a n = |G|. [

Comme contre-exemple on peut prendre G = GL,(C) et H le sous groupe des
matrices triangulaires supérieures de G. Comme tout polynéme est scindé dans
C, tout élément de G est trigonalisable. Donc: (Vy € G)(3z € G) v~ lyz =t € H
et on a bien y € |J, .o xHz ™!, pour tout y € G. [ |

Exercice 6 :

Montrer que pour tout m € N :

0 k
Y
k!
k=0

est un entier.

preuve :
On pose : Sf, =e™™ Y 7o ) 2k

On a alors :
oo 1
mk k' 1

Sjyj—l — ™ Z i

k=1

o )
mF k?

i+1 _ _—m
Sm =¢ ;(k—l)!

) 0 F+1 (k4 1)
Sﬁlzefmzm (k+1)

!
= k!



o0

Sf,fl 7m2m k+1

0 kz] Ocjk

SH'l =me ™ Z

Tous les termes sont positifs, on peut échanger les deux signes sommes :

K3
Sitl — —mz CJ 7, donc Sit'=m>  CIS),
k=0 k! j=0

Puisque : S°, = 1 € N on a par une récurrence simple et grace a la formule
précédente : S € N et ceci pour tout entier j € N donc en particulier : S™ € N
On peut calculer : |

SO =1; S =m; 52 = m(m+1); S3, = m+3m2+m3; St = mA+6m3+7Tm?+m
Question : peut-on directement avoir en fonction de m et i la valeur de S, ?

Exercice 7 :

(Oral des mines)
Soit k € N, k > 2 et u(n) = n+ E((n+ n¥)%), ou E(z)
désigne la partie entiére de z. Déterminer u(N).

preuve :
On peut tout d’abord facilement remarquer que (U(n)),, est strictement crois-
sante ensuite le développement du bindme de Newton donne l'inégalité sui-
vante : n* +n < (n+ 1)F et grace a la croissance de la fonction z — ¥ on a
n < (n*+n)¥ <n+1donc U(n*) =n* —|—n

Regardons maintenant 1’ensemble {U(i); n* < i < (n + 1)*}, comme la suite
est strictement croissante il contient (n + 1)¥ — n* + 1 éléments. Or entre
Un*)=nfF+netU(n+ 1)) =m+1)F+m+1)ilyan+1)F—nk+2
éléments ce qui veut dire que U(n) prend toutes les valeurs entiéres de ’inter-
valle [n* 4+ n; (n+ 1)¥ + (n + 1)] sauf une. Montrons que U(n) ne prend pas les
valeurs n* (n € N). Si c’est bien le cas nous devrions avoir :

Un® =n*+n
Un*—1)=nf+n-1
1 1 "
UnF—(n—-1)=n"4+1
UnF —n)=n*-1
Cette derniére étape est assez simple puisque :

n* —n<n® donc



(nkfn)% <n et
n* —n+ (n* —n)F <nk
E((n* —n+ (n* —=n)¥)¥) <n  ce qui revient
Unk —n) <nk

On peut montrer de la méme maniére que U(n* —(n—1)) > n* ce qui veut bien
dire que n* est I'unique valeur entiére qui n’est pas prise par U dans l'intervalle
[(n—1)%+(n—1); n*+n] et donc pour conclure : U(N) = N\ {n*; n € N}. [ ]

Exercice 8 :

Trouver D,, le cardinal de I’ensemble des permutations

de S, qui ne fixe aucun des éléments de (1,...,n) puis

déterminer lim %

n—oo

Solution 1 :

Il y a exactement C*¥D,,_; permutations de S,, qui fixent & points. En remar-
quant que D,, représente toutes les permutations de S,, excepté toutes celles
qui fixent k points (avec 1 < k < n) et en posant Dy = 1, on a la formule (&

vérifier) : nl = >)_  C¥D,,_y, et puisque C¥ = C"~* on peut écrire :

nl=>"ChDy  (x)
k=0

Nous allons tout d’abord démontrer que pour : 0 < k < p
f:k(—l)iCZ’;Cf =0. Eneffet, on a :

- i _ - i p il
;(_1) G0t _;(_1) Wp— ) Bl — ).
- i p!
= 2 Vg
v ;. pt (p—k)!
=2 VS i 06— #)
= zp:(—nic;ch;
i=k
p—k
=Cpy (=1l = (—)Fesa -1 R =0
=0



Nous pouvons maintenant montrer par récurrence et grace a (x) et (xx) la for-
mule suivante :

D, = (<1 S (-1

k=0

Dpy1=(n+1)! = Z Ch 1D (d'apres (x))
k=0

k
(—1)%4!CE  (reurrence)
=0

Dyir = (n+1)1= 3¢k, (<))
k=0

Doy = (n+1)! =3 (1) (-1)*Cy,Cf  (interversion)
=0 =i
Dpy1=(n+ 1)1 = Z(*l)ii!(*(*l)nﬂcﬁbﬂ) (d'apres (+x))
=0
Dpyr = ()" Y (-1)'iCh,, W
=0

. N - —1)* -
Tl est maintenant trés simple de vérifier que 2» =7 CEU° -1,
! k=0 "R

Remarque 1 : si n personnes entrent dans une piéce, déposent leur chapeau en
entrant et en reprennent un au hasard en sortant alors la probabilité pour qu’au-

cun ne reprenne son chapeau tend vers e~ !.

Remarque 2 : On peut voir facilement que D, = nD,_1 + (=1)" il est cu-

rieur qu’une récurrence ausst simple ne soit pas évidente dés le départ.

Remarque 3 : D,, est l’entier le plus proche de %‘ On a méme D,, = E(%‘ + %)

Solution 2 :
On utilise la formule du crible de Poincaré (qui se démontre par récurrence),
soit £ un ensemble et Ai<;<n, n parties de E, alors :

n

U

=1

= (—1)+1 > |A;, N Ay, N...N0 Ay

k=1 1<41 <82 <... < <n

Si on pose A; I’ensemble des permutations de o, qui fixent ¢ alors :

n

D,=|AiNASN...NAS| =n!—

i=1

Or, avec la formule du crible de Poincaré il ne nous reste plus qu’a calcu-

ler : > |A;; NA;,N...NA;|. Une permutation qui laisse inva-
1<i1 <i2<...<ixg<n

riant 41, ..., i agit sur les (n — k) autres points comme o,,_, donc :

A, N A, N...NA;, | =(n—k)! et donc :



> |A;, N Ay N ... N Ay | = CF(n — k)! et pour finir :

1<i1<i2<... < <n

n n
D, =n!+ > (—=1)*C¥(n — k)! qui peut aussi s’écrire : D,, = n! } (7k1!)k ]
k=1 k=0

Solution 3 : . N
On trouve : n! = Y C¥D,, autrement dit : m = 1 puis on utilise les
k=0 k=0
séries f(z) = 30 222 et g(z) = e* dont les rayons de convergences sont > 0.
n>0

n!

n
Leur produit est égal & : > a,z" ol a, = Y, ﬁ =1, donc f(2)g(z) =
n>0 k=0

> 2" = L (pour |z| < 1). On trouve alors f(z) = g, puis en développant
n>0

n k
le produit et en identifiant les termes, on a enfin : D,, =n! > (7,61!) ]

k=0

Exercice 9 :

(Oral Polytechnique)

On pose A; = 0 et B; = {0} et on définie pour n > 1 :
Apy1 = Bp+1 et Byy1 = A,AB,,. Montrer que si n est
une puissance de 2 alors B,, = {0}.

Solution 1 :
Onpose P, = > X*et @Q,= > X et on raisonne modulo 2.
kEA, kEBn
On trouve :
Quir= D X
k€EBn 11
Qn+1 = Z Xk
k€A, AB,
Qui= Y XF+ Y Xfo2 Y xk
kEA, kEB, k€EALNB,
Qni1=Po+Qn (mod2) (x)
et :
Poiq = Z X*
kEB,+1
PnJrl _ Z Xk-‘rl
kEB,

Poi1=X.Qn (%)

On en déduit, grace a () et (xx) les relations :

Qni1 =Qn +X.Qno1, avecQr =0Q2=1 (xx*x)
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Pn+1:Pn+X.Pn,1, avecP1:0; P2:X

On cherche ensuite pour tout entier k des polynémes T} et Sy tels que :

Qn+k = Tk-Qn + Sk.Qn-1.

Pour k=1,onaTi =1= Q3 et S; = X = P, et ensuite on en déduit grace &
(x%%) que Ty et Sy doivent vérifier : T = T+ X.Tk—1 et Sgr1 = Sk +X.Sk_1
et avec les conditions initiales on a : T, = Q41 et S = Pry1.

Donc : Qpik = Qrr1-Qn + Pry1.Qn—1 ou encore avec k =n :

Q2n = Qni1.Qn + Pry1.Qn_1 et grace a (%) et (x * *) : Q2, = Q2 et pour
finir : Qon = Q%" =1.

Réciproquement on montre par une récurrence simple et grace a (x**) que pour
tout entier n > 1, @, = 14+ n.X + ... et donc @,, = 1 implique 2|n. Supposons
que pour k € N, 2¥|n et 28 £ n (ce qui est vrai pour k=0etn > 1) et Q, =1
alorsonapeNtel que:1=0Q, = Qa, = Qf,k et donc @, =1 et d’aprés ce
que l'on a dit 2|p et donc 2571 |n. Finalement, n est une puissance de 2. |

Solution 2 :

On pouvait aussi considérer un corps contentant Z/2Z[X] et dans lequel I’équa-
tion associée a la suite Q41 = Qn+X.Qn_1, (1> —r—X) admet deux solutions
a1 et ag. On aurait alors avec les conditions initiales et en posant Qo = 0 pour
que la suite soit indexée dans N, @, = af + af. D’autre part a% =qa; + X et
al = a? + X? (car dans Z/2Z les doubles produits sont nuls). On montre alors

4=
trés facilement par récurrence que a%n =+ X+ X2+ ..+ X2 et donc
Qan =al +ay =a1+az =1 |

(On remarquera qu’on ne montre pas la réciproque avec cette méthode)

Exercice 10 :

(Oral CCP)
Trouver toutes les fonctions f € C[0;1] dans R* telle que

pour tout z € [0;1], f(z) = Y % (%).
n=1

solution :

Nous allons montrer que les seuls fonctions & vérifier cette propriété sont les
constantes. f est continue sur un compact [0;1] elle atteint donc sa borne in-
férieure m et sa borne supérieur M. Si f n’est pas constante (m # M), on
peut remplacer f par g = J\f[—_’fn qui vérifie aussi (%), et de plus 0 < g < 1.
Supposons qu'il existe (o, 3) € [0;1[2 tel que g(a) = 0 et g(8) = 1. Alors

S} n
gla) =Y % = 0 et puisque g > 0 on a : g(a™) = 0 pour tout entier n > 1
n=1
et donc par continuité g(0) = lim g(a™) = 0. En appliquant le méme raisonne-
n—oo

ment avec 3 et en remarquant que ZZOZI 27" =1 et que g < 1, on a pour tout
entier n > 1 : g(8™) = 1 et donc ¢g(0) = nlin;o g(6") = 1, ce qui est absurde,
donc m = M et f est constante.

Dans le cas ot @ = 1 ou g = 1, il suffit de regarder le min et le maz de g
sur [0;z] avec  €]0;1[ et d’en déduire que f est constante sur [0;z] pour tout
x €]0; 1[ et par continuité que f est constante sur [0;1]. [ |
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Exercice 11 :

B(%)

Calculer Y. CP* ol n,p et k sont des entiers et £ dé-
k=0

signe la fonction partie entiére.

solution :
L’astuce consiste & calculer une combinaison linéaire de (1 + z)™ ou les x sont
des racines p*“™¢ de 'unité.

p=1 ik2m p=1l n ik2nl n P=1l hom
YX(l+er )'=3 Y Che v =3 Cr e
k=0 k=0 1=0 =0 k=0

or la derniére égalité est une somme finie de termes d’une suite géométrique et
vaut (aprés un petit calcul) p si I = 0 mod(p) et 0 sinon, donc :

p_1 ik2m E3)
S (l+e )t =p 3y O
k=0 k=

Il ne reste plus qu’a calculer :

E(%) 1 p—1
ik2m
> 1Sy
k=0 Pi=o
_ 1 1 iknm | ik ikm
—526 P (e P —|—ep)
k=0
1522 kmw
iknm
= Ze » 2"cos™(—)
b= p
Et puisque ce nombre est un réel pur, on a :
E(%) p—1
2" k k
Z crk = ans(ﬂ)cos"(—w) |
k=0 P = p p

Exercice 12 :

Montrer avec un contre-exemple sur les sous groupes
de GL(2,R) qu’un sous groupe d’un groupe de type fini
n’est pas nécessairement de type fini. (Contrairement
au cas ot le groupe est abélien)

solution :
En posant : A = ( 3 (1) > et B = ( (1) 1 ) et G le groupe engendré par A

et B. On va montrer que ’ensemble formé par les matrices du type : ( é ? )
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appartenant a G est un sous groupe H de G qui n’est pas de type fini.

Caractérisons tout d’abord G. Aprés réflexions, on peut voir ol pas que G est
2" 2P
0 ml ), ott (m,n,p) € Z3.

Nous allons démontrer que cette ensemble que 1’on notera F' est un groupe :
1

formé par 'ensemble des matrices du type : <

2" m2P 1\ 27" =27""m2P BT A 1
0 ) — 0 1 stabilité par passage a 'inverse.
< 2" m2P ) 2" w2 = M 2 o mo stabilité par com-
0 1 0 1 N 0 1 Y
position.

F est donc un sous groupe de GL(2,R) qui contient G puisqu’il contient A et B.

P
De plus en remarquant que pour tout (p,m) € Z2?, AP = < 20 (1) > et B™ =
1 m2P

1 m
AP RM A—D
( ),ona.ABA _(O 1

0 1 ),etdOHCpourneZ:
2" m?2P

APBMATPA" = ( 0 1

), ce qui prouve que GG contient F' et donc F' = G.
1 m2P
0 1

sous groupe de G, il ne reste plus qu’a montrer qu’il n’est pas de type fini.
Etant en isomorphe au sous groupe additif de R des réels de la forme m2P,
on peut montrer que ce sous groupe n’est pas de type fini. Si on considére
(m12P1, ..., m,2P¢) une partie fini de ce sous groupe alors il est clair que 20-1
6= 11%12(1 pi) appartient & ce sous groupe mais pas au groupe engendré par

(le”l,—...—7 mgy2Pe). [ ]

L’ensemble H formé par les matrices du type : ( > est évidement un

Autre exemple de tels groupes :
Dans le groupe de permutations &(Z), on considére le sous-groupe G engendré
par la transposition 79 ; et le décalage o : k — k + 1. Par des arguments stan-
dards, on voit que G contient toutes les transpositions de Z. Le groupe H des
permutations de Z a support fini est donc un sous-groupe de G. Bien entendu,
H n’est pas de type fini. |

Exercice 13 :

Montrer par récurrence que SL(2,7Z) est engendré par
0 -1 1 1
s=(0 D )er=(L 1),

solution :
On va montrer par récurrence sur n € N que que les matrices de SL(2,Z) du

type : ( Z 2 ) avec |b| < n sont dans le groupe engendré par {S,T}.

c

Pour n = 0, puisque ( g d ) € SL(2,7Z), il suffit de regarder les matrices qui
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C)ou(_1 ¢ )avecceZ.

S 1
s’écrivent comme < 0 1 0 1

. . . . , 1
Or il est trés facile de remarquer (avec une simple récurrence) que 7¢ = ( 0 i >

-1 0 -1 ¢
: 2 __ 2rpec __
et aussi que S 7< 0 _1>d0ncqueST 7< 0 —1
est donc vraie au rang n = 0, supposons la vraie au rang n et montrons qu’elle
I’est toujours au rang suivant :

) . La propriété

Soit M = ( Z 2 ) € SL(2,7) tel que |b| < n+ 1. Le cas b= 0 a déja été vu,
on peut donc supposer b # 0.
0 -1 1 —k a ¢ —b —d
12 —k _ _
Considérons alors ST M_<1 0 ><0 1 ><b d>_(a—kb c—kd)'

En choisissant k comme Dentier le plus proche de ¢ (|% — k[ < 1), on a
la — kb| < % < |b| £ n+ 1 donc ST~*M appartient au groupe engendré
par {S,T} et & fortiori M aussi. [ |

Exercice 14 :

Soit G un groupe fini d’ordre n tel que n et p(n) sont
premiers entre eux (oul ¢ est 'indicatrice d’Euler).
Montrer que G est cyclique.

solution :

On peut déja remarquer que la propriété est connue dans le cas particulier ou
n est un nombre premier. D’autre part si pJ*...p%" représente la décomposition
en facteur premier de n alors p(n) = (p1 — 1)pt* ~...(p, — 1)p2-~1. 1 est alors
aisé de remarquer que si n et p(n) sont premiers entre eux alors nécessairement
«; = 1 pour tout i et n = py...p, et donc pour tout sous groupe H strict de G,
|H| et ©(|H|) sont aussi premiers entre eux.

Lemme : Si G est un groupe fini dont tous les sous groupes stricts sont abéliens
alors G n’est pas simple (posséde un sous groupe distingué).

Supposons le lemme démontré et démontrons la propriété par récurrence. Elle
est évidement vraie pour n = 1, supposons la vraie au rang n et soit G un
groupe d’ordre inférieur & n + 1 avec p(n + 1) premier avec n + 1 (la décompo-
sition en facteur premier de n + 1 ne posséde donc que des nombres premiers
distincts). Tous les sous groupes stricts de G sont d’ordre inférieur ou égal a n,
leur cardinal vérifie donc I’hypothése de récurrence, ils sont donc cycliques et
en particulier abéliens donc d’aprés le lemme G n’est pas simple. Il existe alors
H un sous groupe distingué strict de G. H étant distingué dans G, il est stable
par automorphisme intérieur (pour g € G et h € H, o,(h) = ghg™' € H) et
lapplication ¢ : g — o4 est un homomorphisme de G dans Aut(H). Son image
¢(G) a un cardinal qui divise donc a la fois |Aut(H)| = ¢(|H|) et |G| mais |G|
©(|G]) sont premiers entre eux et o(|H|) divise ¢(|G|) donc ¢(|H|) et |G| sont
premiers entre eux et ¢(G) = Idy donc H C Z(G). L’hypothése de récurrence
s’applique aussi au groupe quotient G/H qui est donc cyclique or si H C Z(G)
et G/H est cyclique alors G est abélien donc cyclique.
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Exercice 15 :

Montrer que Z[X] n’est pas principal. Soit A un anneau
commutatif unitaire et intégre, montrer que A[X] est
principal si et seulement si A est un corps.

solution :

On notera que ’on peut aussi utiliser la deuxiéme question pour répondre & la
premieére.

Considérons ey ’homomorphisme évaluation en 0 de Z[X] dans Z/2Z qui a
P € Z]X] associe eg(P) = P(0). D’aprés le cours eg ' (0) est un idéal de Z[X]
(c’est en fait 'idéal formé par les polyndomes dont le terme constant est pair).
Si Z[X] était principal ey '(0) serait engendré par un polynéme P et puisque le
polynéme constant égal a 2 appartient a ey ' (0) P divise 2 donc P = (2) or on
voit clairement que, par exemple, X € e5'(0) et X ¢ (2). [ |

Soient A un corps, I un idéal de A[X] et N = {d € N;(3P € I*)(deg(P) = d)}.
N est une partie de N et posséde donc un plus petit élément n et il existe
B € I'* normalisé tel que deg(B) = n, autrement dit B est un polynéme de de-
gré minimum dans I*. Soit A € I, la division euclidienne dans A[X] nous assure
Pexistence unique d’un couple (@, R) avec deg(R) < n tels que A = BQ + R.
Donc R € I et par définition de N, R =0 d’ou I = (B).

Réciproquement, si A[X] est principal et a € A* alors il existe P € A[X] tel que
(P) = (a) + (X) donc P divise le polynome constant a et est donc lui-méme
constant, P = p € A*, et p divise X et donc nécessairement p est inversible dans
A. De l’égalité (P) = (a) + (X), on peut déduire 'existence de deux polynomes
Q1 et Q2 tels que p = a.QQ1 + X.Q2 ot l'on a forcément Q2 =0 et Q1 =b € A
et donc p = ab ou encore abp~! =1 et a est inversible. |

Exercice 16 :

On pose F,, 9 = X?™ — 2cos(mf)X™ + 1. Montrer que
pour tout m € N*, Fy 4 divise F},, y dans C[X]. Trouver le
quotient de F, o par F} .

solution :

On rappelle que si a € C est une racine de P € C[X] alors (X — a) divise
P. On voit facilement que Fy g = X? —2cos(f) + 1 = (X — e?)(X — e %) et
Frng = (X™ —e™m0)(X™ — e="™%) on peut donc vérifier que e? et =% sont
aussi des racines de Fj, g et donc Fy g divise F,, g.

D’autre part, mis sous cette forme, on peut trouver toutes les racines de F}, g,

ce sont les racines m©¢ de e et de e~ c’est A dire : (e’(9+ ™ ))

et (ei(’a B

0<k<m-—1

)) . On peut donc écrire :
0<k<m—1
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m—1 m—1
Fuo = Fip T (¥ =) T (- (04))
k=1

k'=1

En regroupant les facteurs de maniére & avoir k' = m — k, on obtient :

m—1

k2
Fono=1TI1p || (X2—2cos(0+—ﬁ>X+1) [ ]
m
k=1

Exercice 17 :

Montrer que (sin(n)),cn est dense dans [—1;1].
La suite n|sin(n)| tend-elle vers +oo quand n — 400 ?

solution :

Soient = € [—1;1] et € > 0, puisque ¢ +— sin(¢) est surjective de R dans [—1; 1],
il existe y € R tel que sin(y) = . Par ailleurs la fontion sinus est continue, il
existe a > 0 tel que si |z — y| < a alors |x —sin(z)| < e.

D’autre part, 27 étant irrationnel, le sous groupe de R engendré par 1 et
27 est dense dans R. Il existe donc deux entiers n € N et k € Z tels que
|(n + k271) — y| < a et donc |sin(n) — z| = |sin(n + k27) — sin(y)| < €. |

Lemme de Kronecker : Si x est irrationnel alors il existe une infinité d’élé-
ments £ de Q tels que |z — | < q%.

preuve :

En notant € : R — [0; 1] la fonction partie fractionnaire, on peut vérifier que la
condition x est irrationnel est équivalente & la fonction n — e(nz) de N dans
[0; 1] est injective et donc l'ensemble {0,e(x),e(2x), ...,e(Nx)} comptent N + 1
nombres distincts de [0; 1[. Mais cet intervalle ne contient que N intervalles du
type [4; 52 [ avec (0 < i < N —1). Il existe donc deux entiers i < j éléménts de
[0; N —1] tels que |e(iz) —e(jz)| < %. En notant E la fonction partie entiére, et
p = E(xz)—E(jx)etqd =j—i,onaldz—p|< % (x) puis avec p = Wz;’,q/)
et ¢ = m, onalr—2L < qiN < q%. 11 est alors facile de montrer qu’il
existe une infinité de tels entier p et ¢ car sinon en prenant le min sur p et ¢
dans la relation () vrai pour tout N on montrerait alors que z est rationnel.

D’aprés le theoreme de Kronecker puisque 7 est irrationnel il existe une infi-
nité de rationnels % tels que |7 — %\ < q% donc un infinité de nombres (premiers

entre eux) tels que |gm — p| < é ou encore p = qm + € avec |e] < %. On a donc
|sin(p)| = | sin(gm + €)| = |sin(e)| < % d’ou
0 <p|sin(p)| <2 <7+ 5 <4 ceci pour une infinité depe N. W

Exercice 18 :
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Montrer que le groupe Hg = {£1;+i;+j; +k} des qua-
ternions n’est pas un produit semi direct de groupes
N x, H.

solution :

Si ¢’était possible, il faudrait alors que le produit des ordres de N et H soit égal
a 8 d’ou l'on déduit que N ou H est d’ordre 2 i.e. est le centre Z(Hg) = {1}
de Hg. Par ailleurs dans un produit semi direct IV x, H, I'intersection de N
avec H doit étre trivial mais tous les sous groupes de Hg contiennent son centre
{£1} c’est donc impossible. [ |



